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Sommario

Lo scopo ¢ guidare un veicolo mobile lungo la mezzeria di un tracciato delimita-
to da due bordi. La conoscenza locale dei bordi viene ottenuta con una camera
solidale al veicolo. Il progetto si divide in due parti. Nella prima parte, a par-
tire dal modello non lineare della dinamica del veicolo, si passa ad un sistema
lineare equivalente attraverso una retroazione non lineare e una trasformazio-
ne di coordinate nello spazio degli stati. Sul sistema lineare cosi ottenuto, si
applicano tecniche di controllo predittivo per inseguire una traiettoria fissata.
Nella seconda parte si calcola la traiettoria. Questa viene ottenuta simulando
il movimento del veicolo sotto 'azione di un campo di forze. Si vincola cioe la
traiettoria ad essere tangente alle linee di forza prodotte da un campo elettrico
generalizzato creato in modo da fare seguire al veicolo la mezzeria ed evitare i
bordi. Del sistema cosi controllato, si mostrano infine alcune simulazioni.



Capitolo 1

Elementi di Controllo Non
Lineare

Il modello al quale si perviene tutte le volte che si esprime la dinamica di un
veicolo mobile ¢ il seguente

T = vCoso
Yy = wsing (1.1)
b = w

nel quale la posizione (z,y) e 'assetto ¢ del veicolo si riferiscono ad un sistema
di coordinate inerziale. Il modello (1.1) € non lineare. In vista dell'uso del
controllo predittivo per sistemi lineari, si ricorre a tecniche di controllo non
lineare (si veda [1]).

1.1 Notazione

Nel seguito si considerera un sistema non lineare con m ingressi uq, ..., u,, ed
m uscite yi, . .., Y, nella forma

&= f) + 32 gi(w)ui(t)
Lo stato z = (21,...,2,)7 si assume appartenente ad un insieme aperto U

di R". Le funzioni f(x),¢1(x),...,gm(x) sono campi vettoriali da R a K"
definite in U e di classe C*°, cioe con derivate parziali di ogni ordine continue .
Le funzioni hy(z), ..., hy(z) da ™ a R sono anch’esse definite in U e di classe

.



Con il simbolo Lh(z) si indica la derivata della funzione a valori reali h(x)
lungo la direzione del campo vettore f(x) definita come

Lyh(e) =< dha), S(2) >= 52 (@) =3 5L 1)

=1

dove dh(x) indica il gradiente della funzione h considerato come vettore riga.
Il risultato dell’operazione ¢ ancora una funzione a valori reali alla quale si puo
applicare ricorsivamente 1'operazione di derivazione.

1.2 Linearizzazione Esatta di Sistemi Non Li-
neari

E noto che, sotto opportune ipotesi, si puo trovare un cambio di coordinate
locale nello spazio degli stati e una retroazione non lineare che mette il sistema
(1.2) in una forma lineare e controllabile. Per la precisione, dato il sistema (1.2)
e uno stato iniziale 2°, si trova un intorno U di z°, una coppia di funzioni a(x)
e B(x) definite in U, una trasformazione di coordinate ! 2 = ®(x) anch’essa
definita in U, una matrice A € R™*" e una matrice B € R™*™ tali che:

[gjm n g(m)a(x»] L
G| =5

rank[B AB--- A" 'B] = n.

Il punto di partenza nella soluzione del problema sta nella nozione di vettore
dei gradi relativi per sistemi multivariabili non lineari.

Definizione 1 Un sistema non lineare nella forma (1.2) ha un vettore dei
gradi relativi {ry,...,rm} nel punto 2° se

1.
Ly, Lihi(z) =0

per1 <3< m, perl1 <i<m, perk <r;—1 e per tulti i punti x in un
intorno di x°

'd(z) ¢ una trasformazione di coordinate se ¢ un diffeomorfismo locale cioe se
O~ (P(z)) =x ese ® e ! sono mappe C.
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2. la matrice m X m

Ly L 'hi(z) -+ Ly, L} hi(x)
Alz) = : : : (1.3)
m—1 m—1
Lo Ly (@) - Ly, L~ ()
¢ non singolare in x = 2V.
Per un sistema ad un ingresso ed una uscita, il grado relativo r ¢ esattamente
uguale al numero di volte per cui si deve differenziare 1'uscita in modo che
appaia esplicitamente il valore dell’ingresso. In un sistema multivariabile, per
ogni uscita ¢ esiste almeno un indice j tale che il sistema avente ingresso u; e
uscita y; ha grado relativo r; e per ogni altro indice j il corrispondente indice
relativo € maggiore o uguale a ;.
Data la definizione di vettore dei gradi relativi, le ipotesi richieste per la
linearizzazione del sistema (1.2) sono riassunte nel lemma seguente

Lemma 1 Il problema della linearizzazione esatta del sistema (1.2) é risolvi-
bile se e solo se esiste un intorno U di 2° nel quale ¢ definito il vettore dei
gradi relativi {ry, ... ,ry} tale che ri+---+1, = n e la matrice g(z°) ha rango
m.

La prova della sufficienza delle condizioni e costruttiva e viene mostrata attra-
verso 1 passi necessari per giungere alla forma lineare e controllabile.
Innanzi tutto si definisca il cambio di coordinate £ = ®(x) ponendo per

1<i<m A
91 (x) = hi(z)
¢5(x) = Lyhi(x)
@i (x) = Ly hy()

dove qb;(x) indicano le funzioni che compongono la trasformazione ®(z). La
scelta e giustificata dal risultato seguente

Lemma 2 [ vettor: riga
dhi(z°), dLshi(2°), ..., dL7 " hi(2°)

peri=1,...,m sono linearmente indipendenti.

Questo significa che la matrice jacobiana di ®(z) in 2° & non singolare, quindi

®(x) & un diffeomorfismo locale. Applicato il cambio di coordinate al sistema



(1.2) e derivato il nuovo stato £ rispetto al tempo, si giunge alla forma normale
seguente

g=4
:72:%‘—1 = 71“1
&, = 51(5) + 20 ag (§)uy(t)
yi = &1
per 1 <1¢ < m, dove
a;;(§) = Lg, L7 " hi(@71(€)) per 1 <i,j <m
bi(§) = L} hi(@7(E) per 1 <i<m

Per rendere il sistema completamente lineare si deve imporre
.. m
v =0i(6) + D aii(§u; = v,
j=1

dove v; sono i nuovi ingressi scelti per semplicita in numero pari a m.In sintesi
si deve risolvere rispetto al vettore u I’equazione matriciale

v =b(&) + AlE)u

con ovvio significato dei simboli b(§) e A(£)?. Poiche per ipotesi A(€) definita
in (1.3) & non singolare in un intorno di £ = ®~1(20), si puo invertire la
matrice ottenendo

u= A" (E)[-b(E) + v].

Si noti che nel sistema originale la retroazione ha la forma
u=ax)+ p(z)v (1.4)

dove

1.3 Algoritmo di Estensione della Dinamica

L’esistenza di un vettore dei gradi relativi ¢ un fatto importante non solo per
poter applicare il risultato del Lemma 1, ma anche per altre utili strategie
di controllo. D’altra parte le condizioni della Definizione 1 difficilmente sono
verificate per un sistema non lineare qualsiasi. E utile allora una tecnica che, a

?Con abuso di notazione si pone A(§) = A(z),—q-1(¢)-



costo di un aumento della dimensione dello spazio degli stati, puo permettere
di definire il vettore dei gradi relativi. La procedura prevede di usare una
retroazione dinamica del tipo

w = alCx)+ B¢ ) v

¢ = Ca)+5(C,a) v (1-5)

dove ¢ rappresentano gli stati aggiunti al sistema originale 3

Definizione 2 (Algoritmo di Estensione della Dinamica) Sia ¢ < m il
rango della matrice A(z) per ogni x in un intorno di z° ottenuto per semplicita
dalle prime q righe di A(x). Siano inoltre a(z) e f(x) due funzioni analitiche
(con B(z) non singolare) le quali risolvono le equazioni:

<dL%~ h-(x),f(a:) g(x)a(x) >=0 per 1 <i<gq
<dL” hi(x), 9(2)5;(x) >= by per1 <i<gl<j<m
(1.6)
Si pone
¢=(C--G)"
v = (v1,...,09)7
v = (vq+1,...,vm)T

dove ('(x) e "(x) sono le matrici formate rispettivamente dalle prime q e
dalle ultime m — q colonne di 3(x). Si definisce la retroazione dinamica

= a(x) + B'(z)¢ + B"(x)v" (1.7)
e St pone .
=1 (1.8)
1l sistema a catena chiusa ottenuto e il sequente
&= f(z) + g(@)a(x) + g(x)F'(2)C + g(x) 3" (z)v”
(=
y = h(z)

Si mostra brevemente come funziona I’algoritmo. Dopo il primo passo si
ottiene

rl) Cl

y(”q) — C

311 vettore dei gradi relativi & invariante rispetto a retroazioni statiche del tipo (1.4) che
quindi non vengono usate.




u' = 07 @) + R (@) Gt () G
per ¢ +1 <4 < m con almeno un ¢;!(z) diverso da zero per definizione di r;.
Se le uscite sono derivate una volta ancora, si ottiene

leH) =
y(rq“‘l) =y

ygrﬁ-l) _ w;’{ (ZE) v+ -+ 1/;;;(1;) Vg + 5% (¢:Z<$> + Z?:l %r} (ZL’) CJ) T

L’effetto € di aumentare di uno tutti gli indici r; per 1 < ¢ < m. Il rango
della matrice A(z) aumentera se e solo se, per qualche i fra ¢+ 1 e m, uno de-
gli ingressi vg41, ..., vy apparira esplicitamente nell’espressione della derivata
(r; + 1)-esima di y;.

Se il rango non aumenta al primo passo, si puo ripetere la costruzione una
o piu volte. In questo caso le equazioni (1.6) si risolvono immediatamente
ponendo «a(z) = 0 e f(x) = I e la retroazione si ottiene aggiungendo un
integratore in corrispondenza di ogni ingresso vy, . . ., v,.

Questo metodo non assicura che il rango della matrice A(z) in (1.3) aumen-
ti, esiste pero un risultato che limita il numero di tentativi. Si puo dimostrare
che i due eventi seguenti sono mutuamente esclusivi

1. dopo al pit n — (r1 + --- + 7, + min{r; : ¢ +1 < j < m}) iterazioni
dell’algoritmo di estensione della dinamica, il sistema ottenuto ha matrice
A(z) con rango maggiore o uguale a g + 1.

2. dopo un un numero arbitrario di iterazioni, il sistema ottenuto dall’algo-
ritmo di estensione della dinamica ha la matrice A(z) sempre di rango
q.

Poiche si e interessati non solo a definire il vettore dei gradi relativi, ma
anche ad imporre che la loro somma sia pari ad n, ¢ utile osservare che questa
proprieta dipende dal sistema originale e non viene modificata dall’algoritmo di
estensione della dinamica. Precisamente la condizione affinche r{+---+7,,, = n
e che il sistema originale non possieda una dinamica degli zeri.

1.4 Linearizzazione del Sistema
Si riconsideri il sistema (1.1) e si ponga

3] L) e



in modo da poter riscrivere il sistema (1.1) come

X = qiu1 + gt
Y= M (33) =21
Yoz = hg(l’) = T2

dove
CoS T3 0
g1 = | sinxs go=10
0 1

Semplici calcoli conducono ad un vettore dei gradi relativi {1,1}, ma la matrice

Alx) = [Cosxg 0]

sinxs 0

risulta avere solo rango 1. Scegliendo al primo passo dell’algoritmo di esten-
sione della dinamica

aw=|o| =] Ve Y]

e ponendo
1 .
U = (=1 U2 = V2 (=mxy
cOS I3
si perviene al sistema
T4 0 0
x4 tan a3 0 0
0 + 0 U1 + 1 Vo (110)
0 1 0

11 vettore dei gradi relativi risulta ora pari a {2,2} e la matrice A(x) risulta
essere
1 0
A =
() tanws x4/ cos® x3

La matrice € non singolare se x4 = v cos ¢ # 0, questo richiede che v # 0, fatto
sempre verificato durante il movimento del veicolo, e che x5 = ¢ # +7/2+ 2k,
questa condizione ¢ richiesta anche dalla definizione di A(x) e dalla definizione
di G(z) nell’algoritmo di estensione della dinamica. Esiste percio un cambio
di coordinate locale attorno a 2% = [0 0 0 v]7 che porta il sistema originale in
una forma lineare e controllabile. La trasformazione di coordinate si ottiene



facilmente dalle derivate delle uscite hy(z) = x e hao(x) = x5 lungo il campo
vettore f dato in (1.10), risulta:

z2=®(zx) =
x4 tan s

Applicata la trasformazione al sistema (1.10) si giunge al sistema in forma
normale

Z9 0 0
. 0 1 0
=1, + 0 v + 0 Vg (1.11)
0 24/ 22 (2§ + 23)/ 2
Usando la retroazione
1 0
v=A"(2)w = l 2y 2 ] w
z%Jrzi z%+zi
il sistema assume finalmente la forma lineare
z=Fz+Gu
y = H- (1.12)
con
01 00 0 0
0000 10 1 000
F_O()Ol G_OO H_l00101
00 00O 0 1

La funzione che lega i nuovi ingressi w con gli originali u e

ur(t) = /23(t) + 23(2)

UQ(t) = Zg—iiz w1 (t) + ZSZTQszQ(t)

(1.13)

E facile verificare che zo = v cos ¢ e z4 = vsin ¢. In pratica le mappe possono
essere rese globali visto che le singolarita in ¢ = £7/2 sono punti isolati.

1.5 Sistema Discreto

Dal sistema continuo in (1.12) si passa ad un sistema discreto campionato con
periodo T supponendo uno zero order holder in ingresso al sistema continuo
ottenendo

241 = Az + Bwy (1.14)

9



dove

T
A=efT B:/O efTGdr

Attraverso un controllo predittivo si calcolera I'ingresso w; che minimizzera un
qualche indice di costo.

Si deve osservare pero che la corrispondenza esatta fra il modello (1.1) e
(1.14) si ottiene solo applicando U'intera sequenza u(t) e non il segnale costante
a tratti ottenuto a partire dai campioni u; calcolati secondo la relazione (1.13).
Quindi le uscite dei due modelli saranno tanto piu simili quanto piu piccolo sara
il periodo di campinamento T'. C’e da aggiungere che il controllo predittivo
avra un effetto diretto sui segnali w; ma non sui segnali u; che sono quelli
effettivamente applicati al veicolo.

10



Capitolo 2

Controllo Predittivo

Ottenuto il sistema (1.14) si passa alla scelta del controllo.

2.1 Generalized Predictive Control o GPC

Il GPC ¢ una collezione di tecniche per il calcolo del controllo in funzione di
un criterio dipendente dalle uscite e dagli ingressi futuri. Per essere applicato,
il GPC richiede la conoscenza del modello che descrive il sistema ed even-
tualmente la conoscenza del riferimento che I'uscita deve inseguire. Essendo
difficile la predizione per tempi lunghi, I'orizzonte temporale usato nel criterio
¢ solitamente finito. Nella formulazione del GPC dovuta a Clarke (vedi [2, 9]),
si fa uso di modelli ARIMAX (Auto-Regressive Integrated Moving-Average
eXogenous input)

C(z™)
= 1)

dove yy, ug, & sono rispettivamente 1'uscita, I'ingresso e il disturbo del sistema,
e dove A, B, C sono polinomi nell’operatore di ritardo unitario z=* con A, C
polinomi monici. L’operatore A = 1 — z~! assicura un’azione integrale nel
controllore allo scopo di eliminare i disturbi a gradino sull’uscita. Nel caso
il disturbo sia un rumore bianco a media nulla, il polinomio C' andra preso
stabile (vedi [3]). Per il modello (2.1) si definisce 'indice di costo quadratico
1.

Az Yy, = Bz Duy_y +

No Ny,
J('LL, t) =F { Z I:ytJrj — rt+j]2 + A Z[Aut+j1]2} (22)
J=N1 j=1
soggetta ai vincoli Au,; = 0 per j = N,,..., Ny, dove N; ¢ scelto maggiore

o uguale al numero di ritardi del sistema, Ny e N, sono gli orizzonti di costo

LE{.} & loperatore aspettazione.
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rispettivamente per 1'uscita e per il controllo con N, < N, e infine r; e il
riferimento che 'uscita deve inseguire. Al tempo ¢ si risolve il problema di
minimo di (2.2) rispetto alla sequenza incognita {Auz144,j =0,..., N, — 1}
ma solo il primo elemento u; = u;_1 + Awu; viene applicato. Un nuovo problema
viene risolto al tempo ¢ + 1 con il criterio J(u,t+ 1).

La soluzione del problema GPC consiste di due passi. Al primo passo si
deve trovare I'espressione delle uscite future y;4; per j = Ny,..., Ny predette
in funzione degli ingressi futuri Aw;; per j = 1,..., N,. Al secondo passo
si deve risolvere il problema di ottimo. Per la predizione di y;1; si comincia
risolvendo la seguente equazione diofantea

C(z) = Ej(z_l)A(z_l)A + z_ij(z_l)

con deg(E;) = j — 1. Sostituendo in (2.1) si ottiene

B E;
Yers = lrri-1 + Bl + ﬁft (2.3)
Si espliciti & in (2.1) e lo si elimini da (2.3) ottenendo

F. E.B
Yirj = Ejyt + ]TAUtﬂ'—l + Ejétﬂ'

La predizione g ; di y;4; al tempo ¢ si ottiene ponendo a zero I'ultimo termine,
si ottiene » BB

N _ 1y J

Yiyj = gyt + O Auyyjy

Si usi adesso una seconda equazione diofantea per distinguere i valori del
controllo passati e futuri rispetto all’istante ¢

Ej(z)B(z7") = Gj(z)C(z™") + 27T ()

sostituendo si ricava

E; r

Yirj = GiAupgj1 + gjyt + EjAUt
Con il simbolo P r
Yitjle = gjyt + éAUt

si indica I’evoluzione libera del sistema a partire dall’istante . In conclusione
si ha il seguente modello di predizione

Yerj = GjAUL 1 + Gegjie-

12



Definiti i vettori

u=[Aug, ..., At ny]" Y= [Oe+1, s Derna) - F =101t Granape)”

si puo scrivere la predizione come un’equazione matriciale
y=Gu+f

dove G ¢ la matrice Ny x N, avente per elementi i campioni g; della risposta
impulsiva del sistema B/AA cosi formata

90 0 - 0
g go - 0
G =
9IN,—-1 GN,—2 90
L No—1 GN.—2 **° GNp—N, |

dove si e assunto per semplicita N; = 1, le modifiche sulla matrice G e sul
vettore f sono ovvie qualora non fosse questo il caso. La minimizzazione
dell’indice in (2.2) si riduce ad un problema di algebra lineare, infatti si puo
riscrivere 'indice J(u,t) come

J=—r(y—7r)+u
e il minimo si ottiene ponendo
uw= (GTG+\X)'GT(r — f)

dove
r = [T’tJrl, e ,Tt+N2]T

Uno dei pregi del GPC sta nella possibilita di includere in modo naturale
dei vincoli sulle variabili y e Au ottenendo un problema di ottimizzazione
vincolata che viene risolto con tecniche di programmazione matematica. A tal
proposito si mostra una tecnica detta CRHPC (Constrained Receding-Horizon
Predictive Control, vedi [9]) che, con un minimo sforzo rispetto a quanto gia
fatto, permette di risolvere problemi nei quali il GPC, come appena formulato,
fallisce (ad esempio per sistemi quasi non osservabili). Si consideri ancora il
sistema (2.1) con indice

J(u,t) = E {Z pilyers — e+ 0N [Aut+j]2} (2.4)

j=0

13



Il minimo si ricerca sotto le condizioni

Y+N+j = Ti4N
Augini; = 0
per j =1,...,m. Si definiscono i vettori
T
u = [Auy, ..., Augy]
— e . T
Y= [rN11 - Do Ntm]
i . T
= [nge - o s Yo N4mlt]
- T
F=ran, TN

e le matrici M, A, G e G rispettivamente di dimensioni N x N, (N+1)x (N+
1), N x (N+1)emx (N +1) come segue

M:diag{,ul,...,uN} A:diag{)\o,...,/\N}

9o 0 -0 0 gN gN-1 s 9o
O g.l go . 0 0 b= 9N‘+1 gN‘—i-Z e g.l
gN-1 gn—2 -+ go O IN+m—-1 GN+m-2 *'° Gm-1

L’indice (2.4) si scrive
J=(y—r)"M(y—r)+uAu
soggetto al vincolo R R
r=Gu+f

La soluzione si ottiene facendo uso dei moltiplicatori di Lagrange, risulta

A

u=G(I —GGGG" GGG M(r — f) + GGT(GGGT) (7 — f)
dove .
G=(G"MG+ A"

la cui invertibilita & assicurata se A > 0. L’invertibilita di GGGT dipende da
G, deve essere m < N + 1 e necessariamente m < n con n = deg(AA) in
quanto g; = —(a1g;—1 + -+ + angi_n) dove «; sono i coefficienti del polinomio
AA. Vale il seguente lemma

Lemma 3 Se

1. il polinomio A(z7'A(z™') non ha zeri in z =0

14



2. wi=p>0peri=1,...,Nel=A>0peri=0,...,N
S N>n+1em=n.

allora il sistema a catena chiusa con retroazione Au; = [1 0---0Ju é asintoti-
camente stabile.

Il vantaggio consiste nell’avere un orizzonte di costo N non eccessivamente
lungo. Ad esempio per il sistema quasi non rivelabile

Az = (1—2271)? B(z™') =211 -1.999271)

il GPC richiede per la stabilita un orizzonte N > 25 mentre con il CRHPC,
per il lemma appena enunciato, basta N =4, m = 3.

I1 GPC puo essere usato anche con sistemi descritti in termini di variabili
di stato (vedi [10]) del tipo

Tiy1 = Fxt+GAut—|—wt
Yy = Hzp+ vy

dove w; e v; sono i rumori di modello e di misura. Il criterio di costo sia

J(N,z;) = E {werPOi’?tJrNﬂL
N-1
+ {xtTJerN—ﬂtJrj + Au?—i—jRN_jAut'i‘j}
=0

dove le matrici Py, Q); e R; sono simmetriche e semi-definite positive. L’equi-
valenza fra il criterio L) appena formulato e il criterio in (2.2) si ottiene, nei
problemi di regolazione ({r;} = 0), ponendo

Ny, =N
o HTH Set:O,...7N2—N1—]_
@ = 0 set=Ny—Ny,...,Ny—1
n— ool set=0,...,Ng— N, —1
ET) NI set=Ny— Ny, ...,No—1

Py=H"H

e osservando che nel calcolo di Aw, 1 due metodi si basano sulla stessa informa-
zione. La soluzione del problema LQ richiede di iterare per N passi ’equazione
discreta di Riccati (RDE)

Pj1 = FTPF — FTP,G(G"P,G + R;))'GTPF + Q; (2.5)

J

15



con condizione iniziale [%. In pratica per i primi passi con R; = ool per
7 =0,..., Ny — N, si deve risolvere una equazione di Lyapunov

Pjp1 = F'PF +Q;
La sequenza degli ingressi ottimi si calcola come

U N—j = —(GTijG + ijl)_lGTijlsz%ij

. 2.6
= Kj—lxt—s—N—j; ] = ]., e ,N ( )

Usando la tecnica receding horizon basta quindi porre u; = Ky_1x;. Anche i
problemi di asservimento possono essere ricondotti a problemi di regolazione.
Il criterio da minimizzare sia

J(N,z;) = E {(ymv —714n) Po(Yesn — rian)+ (2.7)

N-—1
+ Z {(Yers — 7“t+j)TQij(3/t+j — Tiyj) + UtT+jRNjut+j}}
j=0

dove 7.4, ¢ il riferimento esterno noto per ¢ = 0,..., N — 1. Si crei prima il
sistema artificiale per il riferimento

v, = F'aj+G'ny
r, = H'zj
dove
[0 I 0 0 |
00 I - 0
Fro= o R
o000 --- 1
000 - 0|
G" = 1000 Ir
H = [I 00 0]

intendendo con 0 e [ matrici quadrate di dimensione p X p. Lo stato iniziale
del sistema e ottenuto impilando la sequenza del riferimento cioe si pone

Ty
T, =

Tt+N—-1

16



Non essendo noto il riferimento per tempi superiori a t+ N, si deve considerare
I'ingresso n; un rumore bianco a media nulla di dimensione p uguale a quella
di r;. Si crei ora il sistema esteso associato allo stato

Ty
xirack‘ — !
Ty

nel seguente modo
xiralck' [ 0 i, ‘| xirack [ 0 ] Uy

mentre sia
r] track
Yy —ry = [H — H'|x,

Infine si scelgano le matrici peso nel seguente modo

rac HT T
e = | S | i

rac HT ™
et = | fr |-
R;rack — Rj

Il problema di ottimo ¢ ora del tutto equivalente a quello di regolazione gia
mostrato.

2.2 Calcolo della Matrice dei Guadagni

Se il sistema e le matrici peso nel criterio GPC sono tempo invarianti, allora la
matrice Ky_; in (2.6) risulta costante e va calcolata una sola volta. Tornando
al sistema (1.14), innanzi tutto lo si estende per avere come ingresso® Aw
usando un semplice integratore discreto

V1 = v+ Awy

Wy = Ut + Awt

Zt
Ty =
(%

2Questo garantisce un errore a regime nullo nell’inseguire un riferimento costante (non
nullo).

per cui v; = w;_1.5ia

17



Il sistema diviene

Ty — Aq;t—i—BAwt
gy = Cuy

dove o _
A B B =
P E ) I ) R

Estendendo ancora lo stato per includere il modello del riferimento si perviene
infine al sistema con il quale si risolve il problema di regolazione scegliendo
opportunamente i tre parametri di progetto N, N, A, (IN; = 1). La scelta viene
fatta non solo in funzione della risposta del sistema, ma anche imponendo la
stabilita a catena chiusa del sistema. Nelle simulazioni si e scelto N = 20, N,, =
15, A = 0,025, y; = 0,9, In pratica il controllore a partire dalla retroazione

Awy = K,z + Kyvy + Kooy
calcolera il valore dell’ingresso nel seguente modo
wy = Kozo + (I + Ky)weq + Koy

In Fig. 2.1 si mostra la risposta del sistema retroazionato. Si vede il riferimento
(linea continua), la risposta del sistema lineare (1.14) con retroazione dalla
stato (linea punto e tratto) e la risposta del sistema (1.1) con retroazione
dall’'uscita per mezzo di uno stimatore (linea punteggiata). Lo stato
z; deve essere stimato attraverso un filtro di Kalman. Le misure necessarie
per poter stimare lo stato sono la posizione del veicolo rispetto ad un sistema
inerziale. Questo sistema si puo scegliere coincidente con quello solidale al
veicolo in un certo istante ¢, per gli istanti successivi la posizione viene riferita
al sistema inerziale. Allo scopo bastano le misure prese all’istante ¢ di almeno
due riferimenti fissi sull’ambiente di lavoro nel quale si muove il veicolo, e le
misure degli stessi punti seguiti sul piano immagine negli istanti futuri.
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Figura 2.1: Si vede il riferimento (linea continua), la risposta del sistema
lineare (1.14) con retroazione dalla stato (linea punto e tratto) e la risposta

del sistema (1.1) con retroazione dall’uscita per mezzo di uno stimatore (linea
punteggiata).

i

o
.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
[e]

Figura 2.2: Controllo relativo alla figura precedente.
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Figura 2.3: Misure per il funzionamento del filtro di Kalman
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Capitolo 3

Calcolo del Riferimento

Linearizzato il modello e calcolata la retroazione, si deve determinare la tra-
iettoria che il veicolo deve seguire nei tempi futuri, in pratica il movimento. Si
suppone di conoscere le funzioni s,(z), sp(x) nella variabile x misurata lungo
I’asse ottico che danno la descrizione locale dei bordi rispetto al sistema soli-
dale al veicolo all’istante t. Queste funzioni possono essere ottenute tramite
approssimazione con funzioni spline cubiche a curvatura minima a partire da
alcuni punti ottenuti da visione (vedi [11, 12, 4, 5]). Calcolate le funzioni ri-
spetto al sistema solidale al veicolo, si simula ’andamento del veicolo per N
passi in avanti sotto 1’azione di un campo di forze.

3.1 Il Campo di Forze

Il campo di forze ¢ un campo elettrico generalizzato (vedi [8]) prodotto da tre
cariche elettriche, due repulsive sui bordi e una attrattiva posta nel centro della
strada come mostra la Fig. 3.1. Durante il movimento del veicolo le distanze
d; 2 rimangono costanti, variano invece le ordinate in base all’andamento dei
bordi. Si considera cioé¢ un nuovo sistema (zs,ys) in movimento rispetto al
sistema solidale al veicolo (X, Ys) come risulta chiaro nella Fig. 3.2.

Sia E la forza nell’origine del sistema (z,ys) dovuta alle cariche ¢; poste

nei punti r; = [z; y;]*
3
ri(t)
E®) =)t
LT 0P
ottenuto come gradiente della funzione potenziale
3 1
U=>» ¢In—7:
2
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Figura 3.1: Disposizione delle cariche elettriche.

La scelta delle cariche ¢; viene fatta cercando di garantire che la componente
E,. del campo sia sempre positiva. Sia inoltre

Ey(t)

Ey(t)

¢p(t) = arctan

appartenete all'intervallo [—7/2, 4+ /2| per l'ipotesi precedente. Lo scopo del
controllo e di far muovere il veicolo sulle linee di forza, in pratica imponendo
che ’angolo ¢ si mantenga nullo. Questo suggerisce 1'uso di uno sliding mode
control (vedi [6]) per soddisfare nel tempo la condizione ¢ = 0.

3.2 La Legge di Controllo

Si calcoli la derivata

, E,E, — E,E
pp = v ey (3.1)
(P2
dove ;
. oE
Em - x7yyi
con
oL, _ 2%‘%% oL, ) %%2 4
dy; [ * Iy [[rafl* il

in quanto le ascisse sono per ipotesi mantenute fisse. Le derivate g; si ottengono
usando le formule che legano le velocita relative nei due sistemi (vedi Appendice
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Figura 3.2: Si vede il sistema solidale al veicolo (Xj,Y;), e il sistema (x4, ys)
in movimento rispetto al primo.

A), risulta
Ui = fiv = (fiyi + x3)w

dove
s'(°z;) cos ¢ — sin ¢

cos ¢ + s'(°x;) sin ¢

con %z; ad indicare I'ascissa della carica ¢; nel sistema (Xj,Y;). Posto

OF OF,,

_ Y — _ 1. .
&w—;émf; Gy g:@i%%+m

fi=

si riscrive la (3.1)

U E, — (. E, 9y By — 9. B,

QZ.SE— v+ w=av+bw
|2 | E]2

Si definisce ora l’errore fra la direzione del campo e quella attuale del veicolo,
quest’ultima e per ipotesi nulla

Ap=¢p—¢ (¢=0)
derivando rispetto al tempo si arriva finalmente all’espressione
Ap=¢p—¢p=av+bw—w (3.2)

Se si sceglie la velocita angolare con legge

o=t bf —/[Adlsien(A0) (3.3)
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con & costante positiva, si arriva ad avere la dinamica seguente per 'errore di

orientamento _
A¢ = —¢\/|Adlsign(Ag) (3.4)

Risolvendo la (3.4), ad esempio nel caso A¢(0) > 0, si ottiene
A§(0)'? — Ag(t)'/? = &t/2
la quale implica che A¢(t) = 0 per tuttiit > T con

_ A(0)12
T=—n

Cio significa che I'errore A¢ converge a zero in un tempo finito ed inversamente
proporzionale alla costante . Si puo escludere b = 1 in (3.2) in quanto, se
cosi fosse, una rotazione qualsiasi del veicolo non modificherebbe il campo di
forze il che porta a concludere che le cariche si trovano su archi di cerchio e
che il veicolo ¢ fuori dalla strada. La velocita v si puo sceglie arbitrariamente
ad esempio con legge

0 = —pmaqSign(v — vg)

dove v, ¢ il valore di velocita desiderata e a,,., ¢ la massima accelerazione del
sistema. A sua volta vy puo essere funzione di w per tenere conto dei vincoli
cinematici, una possibile scelta ¢ rappresentata qualitativamente in Fig. 3.3.

Vq

Umax \

Figura 3.3: Relazione qualitativa fra vg e w
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3.3 Simulazioni

La scelta delle distanze d; o e dei valori delle cariche ¢ 23 ,di cui non si ¢
detto ancora nulla, non ¢ un fatto trascurabile per il buon funzionamento
dell’intero controllo. Purtroppo le considerazioni a riguardo possono essere
solo qualitative in quanto molto dipende dall’andamento dei bordi, non noto a
priori. Si ¢ comunque preferito scegliere i valori d; » piccoli in modo da rendere
il controllo “miope” e lasciare al controllo GPC il compito di recuperare tutta
I'informazione sulla traiettoria. In generale risultano piu critici gli andamenti
ad “impulso” come in Fig. 3.4 piuttosto che gli andameti a “gradino” come in
Fig. 3.6

15 : r N . v v
1
o5}
0
0.5}
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.4: Andamento ad impulso.
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Figura 3.5: Velocita angolare
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Figura 3.6: Andamento a gradino.
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Figura 3.7: Velocita angolare
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Capitolo 4

Simulazioni

A partire dal modello semplificato (1.1) che descrive la dinamica di un veicolo
mobile si & pervenuti ad un sistema (1.14) lineare a tempo discreto sul qua-
le ¢ stato possibile applicare tecniche di controllo predittivo lineare. Usando
in particolare il GPC, & possibile calcolare I'ingresso del sistema in modo da
minimizzare un criterio di costo funzione dell’errore di inseguimento e dell’e-
nergia del controllo.L’ingresso ottimo si ottiene come retroazione statica dello
stato e del riferimento, in pratica si deve solo calcolare la matrice costante dei
guadagni. Il riferimento necessario per il calcolo dell’ingresso deve essere il mo-
vimento del veicolo. Quest’ultimo viene calcolato attraverso una simulazione
del movimento del veicolo nella regione delimitata dai due bordi. La conoscen-
za dei bordi nelle vicinanze del veicolo,e data da due funzioni spline cubiche
smooth che interpolano alcuni punti presi sui bordi con la visione. Il movi-
mento del veicolo ¢ vincolato ad essere tangente al gradiente di una funzione.
La funzione scelta € un potenziale elettrico generalizzato prodotto da tre cari-
che puntiformi scelte in modo da guidare il veicolo lungo la mezzeria evitando
i bordi. Del controllo cosi costruito si mostrano due simulazioni. Il periodo
di campinamento ¢ T" = 0.1 s, le caratteristiche del controllo predittivo e del
calcolo del riferimento sono gia state mostrate. La prima simulazione viene
fatta in un ambiente che presenta un gradino in uno dei bordi (vedi Fig. 4.1).
Il comportamento non e soddisfacente. Le cause sono sia nell’algoritmo per
il calcolo della traiettoria (si riveda la Fig. 3.6), sia nella approssimazione del
bordo con funzioni splines che non sono in grado di riprodurre i gradini perché
sono funzioni di classe C?. Naturalmente nella situazione ancora pill critica
come quella in Fig. 3.4 il controllo fallisce decisamente. Per bordi regolari il
controllo non ha nessuna difficolta ad inseguire la mezzeria (vedi Fig. 4.3).
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Figura 4.1: Traiettoria seguita dal veicolo con bordo a gradino.

o

Figura 4.2: Comando di velocita angolare riferita alla figura precedente
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Figura 4.3: Traiettoria seguita dal veicolo con bordi regolari.
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Figura 4.4: Segnale di controllo: velocita angolare.
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Figura 4.5: Segnale di controllo: velocita lineare
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Appendice A

Velocita Relative

Si consideri la notazione data in Fig. A.1.

s(x)
y

s("x)

Y rp.

Figura A.1: Notazione.
Il legame fra le coordinate del punto P nei due sistemi e dato da
O’/’p: 0T1+R1Tp

dove

| cos¢p —sing
R= [ sing  cos ¢ 1
Og 1 Ly = cost.
T () R
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Si derivi rispetto al tempo la (A.1)

Of’p = 07.”1 + SR ITPCU + R 17"p (AQ)

(3] wefa] el L)

Risolvendo rispetto a 7°p si ottiene

0| | cosgp+s("x)sing | . -1 Ly
[13'/] N [S’(Ox)comb—sin(b] Ox+[ 0 ] U+[—1x1 v

Si giunge infine alle equazioni differenziali

0. v— lyw
cos ¢ + §'(°z) sin ¢

L s'(°x) cos ¢ — sin ¢ (- Yyw)— rw
cos ¢ + §'(Oz) sin ¢ Y
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